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Notation

Notation
p� L�exposant conjugué de p (i.e.,1

p
+ 1
p�=1).

BX Boule unité fermée de l�espace X:

B (BX�) �-algèbr (tribu) de Borel engendrée par X�:

K Corps des scalaires réels ou complexes.

� (X�; X) Topologie faible-* dé�nie sur X�:

L0 (
; �) Espace des classes d�équivalences des fonctions mesurables sur 
:

C (K) Espace des fonctions continues sur un compact K à valeurs réelles.

lp (X) Espace des suites(xi)1i=1 2 X absolument p-sommables.

L (X;Y ) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y:

�p (X; Y ) Espace des opérateurs p-sommants de X dans Y .

Dp (X; Y ) Espace des opérateurs fortement p-sommants de X dansY:
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Introduction

Dans l�article [1] le concept des opérateurs positivement fortement (p; q)-sommants a été

étudié, où nous trouvons quelques propriétés géométriques des espaces de Banach et des

théorèmes classiques démontrés en utilisant l�éspace des opérateurs positivement sommants.

Nous proposons dans ce travail de revoir cette généralisation en détail et d�essayer d�étudier

quelques exemples et quelques propriétés.

Ce travail est divisé en trois chapitre qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions concernant les espaces de

Banach lattices, les opérateurs réguliers et les opérateurs (q; p)-convex (resp. (p; q)-concave).

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté le concept des opérateurs positifs (p; q)-

sommants.

Dans le troisième chapitre dans lequel donnons les opérateurs positifs fortement (p; q)-

sommants. On commencera par la dé�nition des espaces lnp hjEji ; puis nous donnons le
concept des opérateurs positifs fortement (p; q)-sommant. Comme application, nous avons

également montré que certains résultats connus sur les opérateurs (p; q)-concave de Banach

lattice peuvent être généralisés à la classe des operateurs (p; q)-convexe.
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Chapitre 1

Les espaces de Banach réticulés

1.1 Les espaces de Banach classiques

Les espace de suites p-sommable :

Soit p un noombre réel avec 1 � p <1, on disigne par lp l�ensemble des suites de scalaire
x = (xn)n2N (xn 2 K) pour les quelle la série

+1P
n=0

jxnjp est convergent i.e.

lp =

�
x = (xn)n2N

+1P
n=0

jxnjp < +1
�

on pose

k(xn)n2Nkp =
�
+1P
n=0

jxnjp
� 1

p

:

Pour p =1; on disigne par

k(xn)n2Nk1 = sup
n2N

jxnj

est un espace de Banach noté l1(N) ou tout simplement l1:On notera c0(N) ou sous c0
le sous espace fermé de l1 des suites qui convergent vers zéro.

Les espaces de fonctions continues :

Soit K un espace topologique compact, et soit f une fonction de�nit sur K; d�après

le théorèm de Hein kf k = sup
t2K

jf(t)j le suprem de f est atteint i.e. sup
t2K

jf(t)j < +1. On
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1.1. Les espaces de Banach classiques

désigne par C(K) l�espace de Banach des fonctions continues de K dans R muni de la norme

de la convergence uniforme.

kf kC(K) = kf k1 = sup
t2K

j f(t)j :

Les espaces de fonctions intégrables:

Soit (
; �) un espace mesuré, f une fonction mesurable. On dé�nit

kfkp =

0@Z



j f(t)jp d� (t)

1A 1
p

si 1 � p < +1

kfk1 = inf fa > 0; jf (t)j � a (�-p.p ) t 2 
g si p = +1
= supt2
 ess jf(t)j .

Pour 1 � p < +1, l�espace de Banach Lp (
) = Lp (
; �) représente l�espace de toutes

les classes d�équivalance, modulo l�égalité presque partout, des fonctions mesurables telles

que kfkp < +1 et � la mesure de lebesgue.

1.1.1 Dualité-Topologies faible et faible-�

On notera X et Y deux espaces de Banach et la boule unité de X sera notée BX : On désigne

par X� le dual topologique de X : l�espace des formes linéaires continues sur X muni de la

norme dual

kx�kX� = sup
x2BX

jx�(x)j :

Les éléments de X� seront le plus généralement notés par x�: Pour x� 2 X� et x 2 X on

désignera souvent hx�; xi au lieu de x� (x) :
On note par X�� le bidual de X (X�� = (X�)�) :

Soit x 2 X; l�application x� �! hx�; xi de X� dans R est une forme linéaire continue

sur X�; donc un élément de X��:

Dual d�un opérateur continu :

Soit T : X �! Y une application linéaire qu�on appellera souvent opérateur. Si

l�opérateur T : X �! Y est continue (T 2 L (X; Y )) ; on appelle adjoint ou dual de T
l�unique application linéaire continue T � : Y � �! X� telle que :
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1.1. Les espaces de Banach classiques

hT � (y�) ; xi = hy�; T (x)i ;8x 2 X; 8y� 2 Y �:

Le dual de T � soit T �� : X�� �! Y �� s�appelle le bidual de T .

Si l�opérateur linéaire continue T : X �! Y est bijective continue et si T�1 : Y �! X

est continue, on dit que T est un isomorphisme.

Si l�opérateur T : X �! Y s�écrire par

kT (x)kY = kxkX , 8x 2 E:

On dit que T est isométrique.

Remarque 1.1.1 T est isomorphisme () 8�; � > 0 tels que � kxk � kT (x)k � � kxk :

L�injection canonique :

L�injection canonique JX : X �! X�� qui à tout x 2 X associe JX(x) telle que

hJX (x) ; x�i = hx�; xi ; 8x� 2 X�

est une isométrie qui, en générale, n�est pas surjective. A l�aide de JX on peut toujours

identi�er X à un sous espace de X��:

L�espace ré�exif :

Soit X un espace vectoriel normé, on dit que X est un espace ré�exif si l�injection

canonique JX est surjective (JX isometrie isomorphisme):

Topologies faible et faible-� :
Si X un espace de Banach, sa topologie faible � (X;X�) sur X; plus simplement notée

w; est la topologie la moins �ne sur X rendant continues toutes les applications
�
'f
�
f2X� .

Sur le dual X�; autre la topologie faible � (X�; X��) ; on peut dé�nir la topologie pré-

faible, ou faible-�; notée aussi � (X�; X) qui est la topologie la moins �ne redant continues

tous les applications linéaires
�
'f
�
f2X où

'f : X� �! R

� �! 'f (�) = �(f):
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1.2. Banach réticulés

1.2 Banach réticulés

Dé�nition 1.2.1 Un ordre sur un ensemble non-vide M est la relation � telles que pour

tous x; y; z 2M nous avons :

(1) x � x;

(2) x � y et y � x implique x = y;

(3) x � y et y � z implique x � z:

Si A est un sous-ensemble non-vide de M , alors x est un majorant de A si a � x

pour tout a 2 A. Dans ce cas, on dit que A est majoré. on dit aussi que x est une

borne supérieure �supremum�, si pour tout autre majorant y; nous avons x � y. Les

termes suivants minorant, borne inférieure �in�mum�et minoré sont dé�nis d�une manière

analogue. L�ensemble qui est à la fois majoré et minoré est appelé ensemble borné pour

l�ordre.

Dé�nition 1.2.2 Un ensemble réticulé est un ensemble non videM avec un ordre � tel que
chaque paire d�élément x; y 2M possède à la fois un supremum x _ y et un in�mum x ^ y.
La borne supérieure d�un sous-ensemble A de M , s�il existe, est notée par l�une quelconque

des notations sup(A), _A; supfa : a 2 Ag; _fa : a 2 Ag ou
_
a2A

a:

Dé�nition 1.2.3 Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel réel E qui est aussi

un espace ordonné où les structures linéaire et de l�ordre reliéent par les implication :

(1) Si x; y; z 2 E et x � y; alors x+ z � y + z;

(2) Si x; y 2 E; x � y et 0 � a 2 R; alors ax � ay:

L�ensemble E+ = fx 2 E : x � 0g que l�on applle le cône positif dans E; ses éléments
sont appeles positifs (au lieu de non-négatifs).

Un espace vectoriel ordonné qui est aussi un réticulé est un espace de Riesz. Comme

0 est un élément assez particulier d�un espace vectoriel, il ya quelques notations spéciales

associées. La partie positive de x est x+ = x _ 0; alors que la partie négative (il est positif
!) est x� = (�x) _ 0: Le module de x est jxj = x _ (�x):
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1.2. Banach réticulés

Remarque 1.2.1 Il est élémentaire, mais souvent utile, que x+ et x� sont disjoints et que

x = x+ � x� et jxj = x+ + x�:

Exemple 1.2.1

1) L�exemple le plus évident de riesz est les réels avec toutes les opérations habituelles.

L�ordre standard sur Rn est (x1; x2; :::; xn) � (y1; y2; :::; yn) c-à-d xk � yk pour k =

1; 2; :::; n. Cet ordre rende Rn à un espace de riesz dans lequel (xk) _ (yk) = (xk _ yk)
et (xk) ^ (yk) = (xk ^ yk) :Donc, (xk)+ =

�
x+k
�
; (xk)

� =
�
x�k
�
et j(xk)j = (jxkj) :

2) Soient L un ensemble non vide et E l�espace de toutes les fonctions à valeurs réelles sur L

ordonné par l�ordre ponctuelle f � g () f(x) � g(x) pour tout x 2 L. Nous avons
donc un espace vectoriel ordonné. Il est clair que si f et g sont des fonction à valeurs

réelles sur L; alors meme que les fonctions '(x) = f(x) _ g(x) et  (x) = f(x) ^ g(x)
pour tout x 2 L et il est clair que ' = f _ g et que  = f ^ g; de telle sorte que E
soit un espace de riesz.

3) Soit E = f0; 1; a; bg tels que a et b sont incomparable,

supE = 1, inf E = 0;

F = f0; x; yg tel que x et y sont incomparable,
inf F = 0;

� (E) = ff : E �! F; f est croissanteg n�est pas réticulé, suppsons que � (E) est un
réticulé. Alors sup il existe f1; f2 : E �! F

f1(t) = x 8t 2 E; f2(t) = y 8t 2 E; comme x et y incomparable alors f1_f2 n�existe
pas.

Dé�nition 1.2.4 Un sous-enemble A d�un réticulé M est un sous-réticulé si x; y 2 A

implique que x _ y 2 A; où ces opérations sont calculés dans M .
Un sous-réticulé d�un espace de riesz est simplement un sous-espace vectoriel, qui est

aussi un sous-réticulé.

Exemple 1.2.2 c0 est un sous espace réticulé de l1:
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1.3. Opérateurs réguliers, opérateurs (q; p)-convexes et (p; q)-concaves

Dé�nition 1.2.5 Un espace normé réticulé est un espace normé qui est aussi réticulé avec

jxj � jyj =) kxk � kyk : Un réticulé normé qui est aussi un espace de Banach est appelé
un espace de Banach réticulé.

Exemple 1.2.3 Tous les espaces de Banach classiques, l1; c0; C(k); Lp(�); sont des Ba-

nach réticulé pour leurs normes usuelles et l�ordre ponctuelle.

Dé�nition 1.2.6 On dira qu�un espace vectoriel est complètement Banach réticulé si tout

partie non vide est majorée pour l�ordre, admet un supremum.

Remarque 1.2.2 Le dual E� de Banach réticulé E est complètement Banach réticulé muni

par l�ordre naturel

x�1 � x�2 () hx�1; xi � hx�2; xi ;8x 2 E+

L�injection canonique i : E �! E�� tel que hi(x); x�i = hx; x�i est un isométrie de E
dans un sous espace de E�� (voir [13], Proposition 1.a.2): Si on considére E comme un sous

réticulé de E�� nous trouvons pour x1; x2 2 E:
Si on considére E comme un sous réticulé de E�� nous trouvons pour

x1; x2 2 E; x1 � x2 () hx�; x1i � hx�; xi ;8x� 2 E�+:

où h:; :i est le crochet de dualité.

1.3 Opérateurs réguliers, opérateurs (q; p)-convexes et

(p; q)-concaves

1.3.1 Opérateurs réguliers

Il existe di¤érentes catégories d�applications linéaires entre les espaces de riesz qui sont

naturelles à étudier.

Dé�nition 1.3.1 Si E et F sont des espaces vectoriels réticulés,

(1) T : E ! F est positif si x � 0 ) Tx � 0; Les opérateurs positifs, T (E+) � F+;

sont fermés par laddition et la multiplication par des réels positifs mais pas sous la

multiplication par réels négatifs. L�ensemble de tous ces opérateurs est noté L+(E;F ):
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1.3. Opérateurs réguliers, opérateurs (q; p)-convexes et (p; q)-concaves

(2) L�espace engendré par les opérateurs positifs est l�espace vectoriel des opérateurs réguliers,

noté Lr(E;F ): Ceci est ordonné par la relation

S � T , S � T 2 L+(E;F ): Cette dé�nition nous donne Lr+(E;F ) = L+(E;F ):

Pour tout T 2 Lr(E;F ); la norme de T est :

kTkr := inf fkSk : S 2 L+(E;F ); jT (x)j � S(x); x 2 E+g

Alors, (Lr(E;F ); k:kr) est espace de Banach.Si F = R; alors L(E;R) = Lr(E;R) (Pour
plus de détails voir [14], Section 1.3).

(3) Les opérateur bornés pour l�ordre sont ceux pour lesquels l�image de chaque sous en-

semble borné pour l�ordre de E est un sous-ensemble borné pour l�ordre de F; lequel

est indique par Lb(E;F ):Il est ordonné de la même manière que Lr(E;F ):

Tout opérateur régulier doit être borné pour l�ordre, mais l�inverse est fausse.

Ces formules T+; T� et jT j sont connues comme les formules de riesz où
T+ = T _ 0; T� = T ^ 0 et jT j = T _ (�T ):

Ils existent certains types trés particuliers de l�opérateur qui entrent en action dans ce

domaine.

Théorème 1.3.1 ([14], Proposition 1.3.5) Si E est un Banach réticulé et F un espace

normé réticulé alors tout opérateur régulier de E dans F est continu pour la norme

kTk = sup
�
kT (x)k : x 2 B+

E

	
:

Où B+
E = BE \ E+:

1.3.2 Opérateurs (q; p)-convexes et (p; q)-concaves

Soient E; F deux espace de Banach réticulé et X; Y deux espaces de Banach.

Soit y1; :::; yn dans E; nous utiliserons les notations suivantes : Par le calcul fonctionnel

de Krivine [11].
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1.3. Opérateurs réguliers, opérateurs (q; p)-convexes et (p; q)-concaves

�
nP
i=1

jyijp
� 1

p

2 E et8>>><>>>:
�

nP
i=1

jyijp
� 1

p

= sup

�
nP
i=1

aiyi : ai 2 R;
nP
i=1

jaijp
�
� 1
�
pour 1 � p <1;�

nP
i=1

jyijp
� 1

p

= sup
1�i�n

jyij pour p =1:

Dé�nition 1.3.2

a) L�opérateur lineaire T : X �! F et (q; p)-convexe (i.e., T 2 Cvex
(q; p)(X;F )), s�il existe

une constant M > 0 telle que






 

nX
i=1

jT (xi)jp
! 1

p







 �M

 
nX
i=1

kxikq
! 1

q

; 1 � q � p <1

et 



 sup
1�i�n

jT (xi)j




 �M max

1�i�n
kxik si p = q =1:

Dé�nition 1.3.3 pour toute (xi)
n
i=1 � X: La petite constante M est notée par Cvex

(q;p)(T ):

b) L�opérateur lineaire T : E �! Y est (p; q)-concave (i.e., T 2 Ccav
(p;q)(E;F )); s�il existe

une constante M > 0 telle que�
nP
i=1

kT (xi)kp
� 1

p

�M







�

nP
i=1

jxijq
� 1

q






 si 1 � q � p <1;

et

max
1�i�n

kT (xi)k �M





 sup
1�i�n

jxij




 ; si p = q =1;

pour toute (xi)
n
i=1 � E: La petite constante M est noteé par Ccav

(p;q)(T ):Si p = q; on

obtient les opérateurs p-convexes, on obtient les opérateurs p-convexes (resp. les opéra-

teurs p-concaves).

c) Un espace de Banach X est p-convexe (resp. p-concave) si idX est p-convexe (resp.

p-concave).

Exemple 1.3.1 Tout espace de Banach est 1-convexe et 1-concave. la p-convexité et la p-
concavité pour 1 � p � 1 sont décroissante et croissante avec p, respectivement (voir [13]).

Par exemple Lp pour 1 � p <1 est p-convexe et p-concave, et Ccav
p (Lp) = Cvex

p (Lp) = 1:
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1.3. Opérateurs réguliers, opérateurs (q; p)-convexes et (p; q)-concaves

Théorème 1.3.2 ([8], Théorème 16.21) Soient 1 � q � p � 1:

i) L�opérateur T : X ! F est dans Cvex
(q; p)(X; F ) si et seulement si T

� 2 Ccav
(q�;p�)(F

�;X�):

ii) L�opérateur S : E ! Y appartient à Ccav
(p; q)(E;Y ) si et seulement si S

� 2 Cvex
(p�;q�)(Y

�;E�):

Corollaire 1.3.1 T 2 Cvex
(q; p)(X;F ) si et seulement si T

�� 2 Cvex
(q; p)(X

��;F ��):
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Chapitre 2

Les opérateurs positifs

(p,q)-sommants

2.1 Les espaces lnp;jweakj(E)

Soient X un espace de Banach et 1 � p � 1; nous notons lnp (X); l�espace de toutes les

suites (xi)ni=1 dans X avec la norme

k(xi)ni=1kp :=
�

nP
i=1

kxikpx
� 1

p

;

et lnp;weak(X) l�espace de toutes les suites (xi)
n
i=1 avec la norme

wp ((xi)
n
i=1) := sup

�2BX�

�
nP
i=1

jhxi; � ijp
� 1

p

;

lnp;weak(X) est un espace de Banach avec la norme wp (voir [7], [9]). L�espace

(c0)weak (E) := f(xn) : xn 2 X et (hxn; �i) 2 c0; 8� 2 X�g

est un sous espace fermé de ln1;weak (X) (voir [7], [9]). On sait que lnp; weak(X) est

isométriquement isomorphe à L(lnp� ;X) pour 1 < p � 1 et pour p = 1; ln1;weak (X) est

isométriquement isomorphe à L(c0; X):
En remplaçant X par un espace de Banach réticulé E; et on dé�nit
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2.1. Les espaces lnp;jweakj(E)8<: lnp;jweakj (E) :=
�
(xi)

n
i=1 : (jxij)

n
i=1 2 lnp;weak (E)

	
;

(c0)jweakj(E) := f(xi)ni=1 : (jxij)
n
i=1 2 (c0)weak (E)g

et

k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

= wp ((jxij)ni=1) : (2.1.1)

Pour plus de détails voir [6] [12].

En plus, si B+
E� = f� 2 BE� : � � 0g est notée la boule d�unité dans BE� \ E�+; puisque

jhjxij ; �ij � hjxij ; j�ji on a

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

k(xi)ni=1kln
1;jweakj(E)

= sup
�2B+

E�

nP
i=1

hjxij; �i =




 nP
i=1

jxij





E

;

k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

= sup
�2B+

E�

�
nP
i=1

hjxij; �ip
� 1

p

= k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

+ ; 1 < p <1;

k(xi)ni=1kln1;jweakj(E)
= sup

�2B+
E�

sup
1�i�n

hjxij; �i :

(2.1.2)

Si xi; :::; xn � 0; on a

k(xi)ni=1kln
p;jweakj(E)

= sup
�2B+

E�

�
nP
i=1

hjxij; �ip
� 1

p

= wp ((xi)
n
i=1) : (2.1.3)

lnp;jweakj(E) est un espace de Banach réticulé avec l�ordre induit par l�ordre ponctuelle sur

EN: En e¤et si (xi)
n
i=1 ; (yi)

n
i=1 2 lnp;jweakj(E): Alors, pour tout i;

xi � xi _ yi � jxij _ jyij � jxij+ jyij :

Donc,

0 � xi _ yi � xi � jxij _ jyij � xi � jxij+ jyij � xi

et

jxi _ yi � xij � 2 jxij+ jyij :

Alors pour tout i et � 2 E�; on obtient :
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2.2. Les opérateurs positifs (p,q)-sommants

jhjxi _ yi � xij ; �ij � jh2 jxij+ jyij ; �ij � 2 jhjxij ; �ij+ jhjyij ; �ij :

Ce qui implique que (xi _ yi � xi)i 2 lnp;jweakj(E) et en�n (xi _ yi)i 2 lnp;jweakj(E); Alors

lnp;jweakj(E) est un espace de riesz. Il est facile de montrer qu�il est un espace normé réticulé

et complet, donc lnp;jweakj(E) est un Banach réticulé.

Et en plus on a (voir [12], Théorèm 7.8).

(a) L�espace de Banach réticulé lnp;jweakj(E) isométriquement isomorphe à Lr(lnp� ; E) pour
1 < p � 1 et ln1;jweakj(E) isométriquement isomorphe à Lr(c0; E):

(b) L�espace de Banach réticulé lnp;jweakj(E
�) est isométriquement isomorphe à Lr(E; lnp�)

pour 1 < p � 1 et (c0)jweakj (E
�) est isométriquement isomorphe à Lr(E; c0):

La généralisation suivante des opérateurs (p; q)-sommants est introduit par Blasco (voir

[3]).

2.2 Les opérateurs positifs (p,q)-sommants

Dé�nition 2.2.1 Soit 1 � q; p � 1: On dit que l�oprateur T : E �! X est positif

(p,q)-sommant s�il existe une constante positive C < +1 telle que pour tout n 2 N et tout
(xi)

n
i=1 � E+; on a

k(T (xi))ni=1kp � Cwq ((xi)
n
i=1) = C sup

�2B+
E�

�
nP
i=1

hxi; �iq
� 1

q

: (2.2.1)

pour q < p =1;

sup
1�i�n

kT (xi)k � Cwq ((xi)
n
i=1) :

Nous noterons �p;q(E;X); l�espace des opérateurs positifs (p; q)-sommants de E dans X (ou

Sp(E;X) si p = q, l�espace des opérateurs positifs p-sommant), qui devient un espace de

Banach avec la norme

�+p;q = inf fC véri�ant l�inégalité (2:2:1) g :

Nous avons �1;q (E;X) = L(E;X) pour tout 1 � q � 1:
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2.2. Les opérateurs positifs (p,q)-sommants

Proposition 2.2.1 Soit 1 � p; q < 1: Soient E et F deux espaces de Banach réticulés et

X un espace de Banach.

1) T 2 L(E;X); alors T 2 �p;q (E;X) si et seulement s�il existe une constante K > 0 telle

que l�inégalité

k(T (xi))ni=1kp � K k(xi)kln
q;jweakj(E)

et véri�ée pour tous x1; :::; xn 2 E:

2) Propriété d�ideal. Soient T 2 �p;q(E;X) et v 2 Lr(F;E): Alors la composition T � v est
un opérateur positif (p; q)-sommant de F dans X:

3) Pour tout T 2 L(E;X) et pour toute constant C > 0; les conditions suivantes sont

équivalents:

(i) T 2 �p;q(E;X) avec �+p;q(T ) � C:

(ii) Pour tout v 2 Lr(lnq� ; E) (ou v 2 Lr(c0; E) si q = 1), T � v est (p; q)-sommant
positif et �+p;q (T � v) � 2C kvkr :

Démonstration.

(1) il su¢ t d�utiliser les égalités (2:1:1) et (2:1:2)

(2) Soit 0 � x1; :::; xn 2 F:

k(T � v)(xi)kp =

�
nP
i=1

kT (v+ (xi)� v� (xi))kp
� 1

p

(d�après la Remarque 1.2.1)

�
�

nP
i=1

kT (v+ (xi))kp
� 1

p

+

�
nP
i=1

kT (v� (xi))kp
� 1

p

� �+p;q(T ) sup
�2BE�

�
nP
i=1

hv+(xi); �iq
� 1

q

+ �+p;q(T ) sup
�2BE�

�
nP
i=1

hv�(xi); �iq
� 1

q

� 2�p;q(T ) sup
�2BE�

�
nP
i=1

hjvj(xi); �iq
� 1

q

� 2�p;q(T ) kjvjk sup
�2BE�

�
nP
i=1

D
xi;

jvj�
kjvj�k(�)

Eq� 1
q

� 2�p;q(T ) kvkr sup
'2BE�

�
nP
i=1

hxi; 'iq
� 1

q

:

14



2.2. Les opérateurs positifs (p,q)-sommants

Donc T � v 2 �p;q (F;X) et �+p;q (T � v) � 2�+p;q(T ) kvkr :

(3) est une conséquence immédiate des (2) et la condition (a).

Remarque 2.2.1 Par l�utilisation de (2:2:1) avec xi = n
�1
p x où x > 0; nous voyons bientôt

que le seul opérateur (p; q)-sommant si p < q est l�opérateur nul (voir [3], Proposition 1).

L�inégalité de Pietsch modi�ée se tient pour les opérateurs de la classe Sp; p <1 .

Théorème 2.2.1 ([16]) Soit T 2 L (E;X) : T est un opérateur positif p-sommant (i.e.,

T 2 Sp (E;X)) si, et seulement si s�il existe une probabilité � sur l�ensemble K = B+
E� ;

muni par la topologie faible-�; et une constante positive C telle que

kT (x)k � C

�Z
K

hx; x�ip d�(x�)
� 1

p

(2.2.2)

pour tout x 2 E+: En plus, dans ce cas

�+p (T ) = inf fC véri�ant l�inégalité (2:2:2)g :

On aura besoin à la proposition suivante qui caractérise les opérateurs positifs p-sommants.

Proposition 2.2.2 Soit T 2 L (E;X) ; alors T est un opérateur positif p-sommant si, et

seulement s�il existe une constante C > 0 telle que

kT (x)k � C

0@Z
K

hjxj ; x�ip d�(x�)

1A 1
p

(2.2.3)

pour tout x 2 E:
Démonstration. Soit x 2 E; par la Remarque 1.2.1, nous avons,

kT (x)k = kT (x+ � x�)k
� kT (x+)k+ kT (x�)k
� C

�R
K
hx+; x�ip d�(x�)

� 1
p + C

�R
K
hx�; x�ip d�(x�)

� 1
p

� 2C
�R

K
hjxj; x�ip d�(x�)

� 1
p :

Inversement, il su¢ t d�appliquer le Théorème 2.2.1 à x 2 E+:
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Chapitre 3

Les opérateurs positifs fortement

(p; q)-sommants

3.1 Les espaces lnp hjEji

Dans tout ce qui suit, X notera un espace de Banach et E un Banach réticulé.

Maintenant nous pourrons dé�nir un nouvel espace des suites qui a été introduit par

Cohen.

Dé�nition 3.1.1 Soit 1 � p � +1 une suite (xi)
n
i=1 est dite fortement p-sommable, si

pour tout suite (x�i )
n
i=1 2 lnp�;weak (X

�) ; la série
nP
i=1

x�i (xi) est convergent. Dans ce cas on

note par lnp hEi l�espace des suites (xi)
n
i=1 dans X fortement p-sommable.i.e.;

lnp hEi =
(
(xi)

n
i=1 � XN :

nX
i=1

jx�i (xi)j < +1; 8 (x�i )
n
i=1 2 lnp�;weak (E�)

)
:

Dé�nition 3.1.2 Soit 1 � p � +1; Un suite (xi)
n
i=1 dans E

N est appelée fortement positive

p-sommable si la série
nP
i=1

x�i (xi) est convergente pour tous (x
�
i )
n
i=1 2 lnp�;jweakj (E�) : i:e:;

lnp hjEji =

(
(xi)

n
i=1 � EN :

�����
nX
i=1

x�i (xi)

����� < +1; 8 (x�i )ni=1 2 lnp�;jweakj (E�)
)

=

(
(xi)

n
i=1 � EN :

nX
i=1

jx�i (xi)j < +1; 8 (x�i )
n
i=1 2 lnp�;jweakj (E�)

)
:
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3.1. Les espaces lnp hjEji

Théorème 3.1.1 Soit 1 � q � +1; alors lnp hjEji est un espace de riesz normé, la norme
est donnée par

k(xi)ni=1klnp hjEji = sup
(x�i )

n
i=12Blnp�;jweakj(E�)

nP
i=1

jhx�i ; xiij <1:

Démonstration. Soit (xi)
n
i=1 dans l

n
p hjEji, nous montrons que k(xi)

n
i=1klnp hjEji est �nit,

pour cela nous dé�nissons l�application suivante pour tous (x�i )
n
i=1 2 lnp�;jweakj (E�) par

T : lnp�;jweakj (E
�) �! ln1 (K)

(x�i )
n
i=1 �! (x�i (xi))

n
i=1

nous montrons que T est de graphe fermé. Soit (x�; � k) 2 G (T ) alors il existe un suite

(x�k; � k)k tels que (x
�
k; � k) �! (x�; �) et T (x�k) = � k =

�
x�k;i (xi)

�n
i=1

cela implique que :

� = lim
k�!+1

� k = lim
k�!+1

T (x�k) = lim
k�!+1

�
x�k;i (xi)

�n
i=1
= ( lim

k�!+1
x�k;i (xi)

n
i=1) = (x

�
i (xi))

n
i=1 =

T (x�)

d�où T est de graphe fermé, cela implique que :

kTk = sup
(x�i )

n
i=12Blp�;jweakj(E�)

k(x�i (xi))ni=1kln1 (K) < +1:

Donc T est �ni.

Proposition 3.1.1 On peut dé�nit l�espace de Banach réticulé lnp hjEji comme suit

lnp hjEji =
�
(xi)

n
i=1 � EN :

nP
i=1

x�i (jxij) < +1; 8 (x�i )
n
i=1 2 lnp�;jweakj (E�)

+

�
et on le note lnp hjEji

+ ; avec

k(xi)ni=1klnp hjEji = sup
(x�i )

n
i=12Bln

p�;jweakj(E
�)+

nP
i=1

x�i (jxij) :

Théorème 3.1.2

1) Pour tout 1 � p � 1 on a lnp hjEji � lnp (E) � lnp;jweakj(E) et

k:kln
p;jweakj(E)

� k:klnp (E) � k:klnp hjEji :

2) pour p = 1 on a ln1 hjEji = l1(E) et k:kl1(E) � k:kln1 hjEji :
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Démonstration.

1) Si (xi)
n
i=1 un suite dans l

n
p hjEji et comme Bln

p�(E�)
� Bln

p�;jweakj(E�)
on a :

k(xi)ni=1klnp (E) = sup
k(x�i )ni=1kBln

p�(E�)

�1

nP
i=1

jx�i (xi)j ( car (lnp (E))� = lnp�(E
�))

� sup
k(x�i )ni=1kBln

p�;jweakj(E�)
�1

nP
i=1

jx�i (xi)j :

D�ou l�inclution lnp hjEji � lnp (E):

2) Si p = 1 et (xi)
n
i=1 une suite dans l

n
1 hjEji on a :

k(xi)ni=1k1 =
nP
i=1

kxik = sup
k(x�)ni=1kl1(E�)

�1

nP
i=1

jx� (xi)j ( car (ln1 (E))� = ln1(E
�))

= sup
k(x�)ni=1kl1;jweakj(E�)�1

nP
i=1

jx� (xi)j = k(xi)ni=1kln1 hjEji :

3.2 Les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Nous introduisons certaine classe des opérateurs de X dans F ce qui étroitement liés aux

opérateurs fortement (p; q)-sommants dé�nis par Apiola [2]: Ces opérateurs sont appelés

positifs fortement (p; q)-sommants.

Dé�nition 3.2.1 Soient 1 � q; p � +1: L�opérateurs T : X �! F est positifs fortement

(p; q)-sommant (notation T 2 D+p;q(X;F ) ou T 2 D+p (X;F ) si p = q ), s�il existe une

constante positive C telle que pour tous n 2 N ; x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 F �; on a :

nP
i=1

jhT (xi); y�i ij � C k(xi)ni=1kq k(y
�
i )
n
i=1kln

p�;jweakj(F
�) : (3.2.1)

C�est à dire

k(T (xi))ni=1klnp hjF ji � C k(xi)ni=1kq :

Notons d+p;q la petite constante C véri�ant l�inégalité (3:2:1). On aD+1 (X;F ) = L (X;F ) :
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Remarque 3.2.1 Soit T 2 L (X;F ) : Alors T est positif fortement (p; q)-sommant si et

seulement si il existe une constante K > 0 telle que

k(T (xi))ni=1klnp hjF ji+ � K k(xi)ni=1kq

pour tout x1; :::; xn 2 X et 0 � y�1; :::; y
�
n 2 F �:

En e¤et, pour le sens direct, il su¢ t d�utiliser l�égalité

k(y�i )
n
i=1k

ln
p�;jweakj(F

�)+
= wp� ((y

�
i )
n
i=1) :

Pour l�autre sens, soit n 2 N; x1; :::; xn 2 X et y�1; :::; y
�
n 2 F �: Nous avons

nP
i=1

jhT (xi); y�i ij �
nP
i=1

��
T (xi); y�+i � y��i
���

�
nP
i=1

��
T (xi); y�+i ���+ nP
i=1

��
T (xi);�y��i ���
� K k(xi)ni=1kq wp�

��
y�+i
�n
i=1

�
+ wp�

��
y��i
�n
i=1

�
� C k(xi)ni=1kq wp�

��
jy�+i j

�n
i=1

�
= C k(xi)ni=1kq k(y�i )

n
i=1kln

p�;jweakj(F
�)
:

Proposition 3.2.1 Soient q1 � q2; p1 � p2: Alors

D+p1;q2 (X;F ) � D
+
p2;q1

(X;F ) :

Démonstration. Soit T 2 D+p1;q2 (X;F ) ; pour tous x1; :::; xn 2 X et 0 � y�1; :::; y
�
n 2 F �

nous avons

nP
i=1

jhT (xi); y�i ij � d+p1;q2(T ) k(xi)
n
i=1kq2 k(y

�
i )
n
i=1kln

p�1;jweakj
(F�)

� d+p2;q1(T ) k(xi)
n
i=1kq1 k(y

�
i )
n
i=1kln

p�2;jweakj
(F�)

:

Donc, T 2 Dp2;q1 (X;F ) et d
+
p2;q1

(T ) � d+p1;q2(T ):

Proposition 3.2.2 Soient X, Y deux espace de Banach et E, F deux Banach réticulé.

On considère T 2 L (Y;E), S un opérateur positif dans L (E;F ) et R dans L (X; Y ) : Si
T 2 D+p;q (Y;E) ; alors S � T �R 2 D+p;q (X;F ) et d+p;q(S � T �R) � kSk d+p2;q1(T ) kRk :
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Démonstration. Soient 0 � z�1 ; :::; z
�
n dans F

� et x1; :::; xn 2 X: Comme T 2 D+p;q (Y;E)
et S� (z�i ) � 0 (1 � i � n) ; on a

nP
i=1

jh(S � T �R) (xi) ; z�i ij �
nP
i=1

jhT (R (xi)); S�(z�i )ij

� d+p;q(T ) k(R (xi))ni=1kq sup
�2B+

E��

�
nP
i=1

j hS� (z�i ) ; �i jp
�
�

� d+p;q(T ) kRk kSk k(xi)
n
i=1kq sup

�2B+
E��

�
nP
i=1

j hz�i ; �i jp
�
�

� d+p;q(T ) kRk kSk k(xi)
n
i=1kq sup

 2B+
F��

�
nP
i=1

j hz�i ;  i jp
�
�
:

Donc, d�après la Remarque 3.2.1, on conclut que S�T �R 2 D+p;q (X;F ) et d+p;q(S�T �R) �
kSk d+p;q(T ) kRk :
Le résultat principal d ce paragraphe est la Théorème 3.2.2. Pour la démonstartion,

nous utiliserons le Théoreme suivant :

Théorème 3.2.1 (voir [16]) Supposons T 2 L (F;X) :Alors, T 2 �p;q (F;X) si et seule-
ment si T �� 2 �p;q (F ��; X��) : De plus, �+p;q (T ) = �+p;q (T

��) :

Théorème 3.2.2 Soit 1 � q � p � 1:

i) T 2 L (F;X) est positif (p; q)-sommant si, et seulement si T � est positif fortement (q�; p�)-
sommant.

ii) T 2 L (X;F ) est positif fortement (p; q)-sommant si, et seulement si T � est positif
(q�; p�)-sommant.

Démonstration.

i) Soit T 2 �p;q (F;X) ; on montre que T � 2 Dq�;p� (X
�; F �) :

Pour tous n 2 N; (y��i )
n
i=1 � F �� et (x�i )

n
i=1 � X�; on a

nP
i=1

jhT �(x�i ); y��ij =
nP
i=1

jhx�i ; T ��(y��)ij

�
nP
i=1

kT ��(y��)k kx�i k

(Inég. Hölder) �
�

nP
i=1

kT ��(y��i )k
p

� 1
p
�

nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

2:2:1 � �+p;q(T ) sup
�2B+

F���

�
nP
i=1

hjy��i j; �i
q

� 1
q
�

nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

:
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Donc
nP
i=1

jhT �(x�i ); y��ij � �+p;q(T ) sup
�2B+

F���

�
nP
i=1

hjy��i j; �i
q

� 1
q
�

nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

:

Alors

T � 2 D+q�;p� (X�; F �) et d+q�;p� (T
�) � �+p;q (T ) : (3.2.2)

Réciproquement, supposons que T � 2 D+q�;p� (X�; F �) et nous montrons que T 2 �p;q (F;X) ;
Soient n 2 N; (x�i )

n
i=1 � X� et (yi)

n
i=1 � F ; on a

nP
i=1

hT (yi); x�i i �
nP
i=1

jhyi; T � (x�i )ij

� d+q�;p� (T
�)

�
nP
i=1

kx�i k
p�
� 1

p�

sup
�2B+

F�

�
nP
i=1

hjyij ; �iq
� 1

q

:

Alors

sup
k(x�i )kp��1

���� nP
i=1

hT (yi); x�i i
���� � d+q�;p� (T

�) sup
�2B+

F�

�
nP
i=1

jhjyij; �ijq
� 1

q

:

Donc,

kT (yi)ni=1kp � d+q�;p� (T
�) sup

�2B+
F�

�
nP
i=1

jhjyij; �ijq
� 1

q

:

Finalement

T 2 �p;q (F;X) et d+q�;p� (T �) � �+p;q (T ) : (3.2.3)

Des égalités (3:2:2) et (3:2:3), nous concluons que : d+q�;p� (T
�) = �+p;q (T ) :

ii) Il est clair.

Ce qui complète la démonstration.

Corollaire 3.2.1

1) T 2 D+p;q (X;F ) si et seulement si T �� 2 D+p;q (X��; F ��) :

2) D+p;1 (X;F ) = L (X;F ) pour tout 1 < p � 1:

3) Si p < q, et T est positif fortement (p,q)-sommant, alors T = 0:
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Démonstration.

1) Soit T 2 L (X;F ) alors d�après le Théorème 3.2.2 on a :

T 2 D+p;q (X;F ), T � 2 �p�;q� (X�; F �), T �� 2 D+p;q (X��; F ��) :

2) Soit 1 < p � 1: Il est clair D+p;1 (X;F ) � L (X;F ). Inversement soit T 2 L (X;F ) donc
comme T 2 D+p;1 (X;F ) équivalent à T � 2 �1;p� (F

�; X�) :d�aprés le Théorème 3.2.2;

on a seulement à prouver ce T � 2 �1;p� (F
�; X�) : Soit (y�i )

n
i=1 � F , on a

kT � (y�i )
n
i=1k � kTk k(y�i )ni=1k

= kTk sup
�2BF��

jh�; (y�i )ni=1ij :

Ainsi

sup
1�i�n

kT � (y�i )k � kTk sup
1�i�n

sup
�2BF��

jh�; y�i ij

= kTk sup
�2BF��

sup
1�i�n

jh�; y�i ij

= kTk sup
�2BF��

k(jh�; y�i ij)
n
i=1k1 :

Comme lp� � l1 alors

k(T � (y�i ))
n
i=1k � kTk sup

�2BF��
k(jh�; y�i ij)

n
i=1kp�

= kTk k(y�i )
n
i=1kp�;jweakj :

3) Soitent p < q; T 2 D+p;q (X;F ) alors d�après le Théorème 3:2:2, on a T � 2 �q�;p� (F �; X�)

et comme q� < p� alors T � = 0; d�où T = 0:

Proposition 3.2.3 Pour 1 � q � p � +1
Dp;q (X;F ) � D+p;q (X;F ) :

Démonstration. Si T 2 Dp;q (X;F ) par [2] l�opérateur T � 2 �q�;p� (F
�; X�) :D�apré la

Proposition 3 dans [3] nous avons T � 2 �q�;p� (F
�; X�) : Par le Théorème 3:2:2, on trouve

T 2 Dp;q (X;F ) :
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants

Remarque 3.2.2 En général, l�inclution est stricte. l�exemple suivant justi�e ça .De [16]

l�identité dé�nit de L2 (0; 1) est un opérateur positif (2; 2)-sommant mais, il n�est pas ab-

solument (2; 2)-sommant; donc suivant le Théorème 3:2:2 et ([7], Théorème 2.2.2) ; on a

I� 2 D+2;2 (L1 (0; 1) ; L2 (0; 1)) et I� =2 D2;2 (L1 (0; 1) ; L2 (0; 1)) :

Nous pouvons écrire la version positive du théorème de domination de Pietsch pour les

opérateurs fortement p-sommants.

Théorème 3.2.3 (Théorème de domination) L�opérateur T 2 L (X;F ) est positive forte-
ment p-sommant (1 < p � 1) ; si et seulement si il existe une positive contante C > 0 est

une mesure de probabilité de Radon � sur B+
F �� tels que pour tous x 2 X et y� 2 F �; on a :

jhT (x); y�ij � C kxk (
Z

B+
F��

hjy�j ;  ip
�
d�)

1
p� : (3.2.4)

En plus, dans ce cas

d+p (T ) = inf fC; véri�ant l�inégalité (3.2.4)g :

Démonstration.

=)) Soit T 2 D+p;q (X;F ) : En utilisant la Proposition 2:2:2et puisque T � 2 Sp� (F �; X�) :

on obtient:
jhT (x); y�ij = jhx; T �(y�)ij

� kxk kT �(y�)k

� �p� (T
�) kxk (

Z
B+
F��

hjy�j ;  ip
�
d�)

1
p� :

(=) Soient n 2 N; (y�i )
n
i=1 � F �; (xi)

n
i=1 � X; on a :

jhT (xi) ; y�ij � C kxik (
Z
B+
F��

hjy�j ;  ip
�
d�)

1
p� ;

pour tout i dans f1; :::; ng
par conséquent,

nP
i=1

jhT (xi) ; y�ij � C
nP
i=1

kxik (
Z
B+
F��

hjy�j ;  ip
�
d�)

1
p�

Inég.Hölder � C(
nP
i=1

kxikp)
1
p (

nP
i=1

Z
B+
F��

hjy�j ;  ip
�
d�)

1
p�

� C k(xi)ni=1kp k(y�i )ni=1kln
p;jweakj(F

�) :
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3.3. Applications

Alors, T 2 D+p;q (X;F ) :

Corollaire 3.2.2 Si 1 < p < q <1; alors D+q (X; Y ) � D+p (X; Y ) :

3.3 Applications

Si on combine nos résultats avec les techniques appliquées sur les opérateurs (p; q)-concaves

(voir [8], [13]) nous montrerons que quelques résultats sur les opérateurs (q; p)-convexes, on

peut les appliquer sur des cas généraux.

Ce résultats donnent des relations entre les opérateurs (q; p)-convexes et les opérateurs

positifs fortement (p; q)-sommants d�un espace de Banach dans un Banach réticulé.

Proposition 3.3.1 Pour 1 < q � p � 1. Alors :
D+p;q(X;F ) � Cvex

(q;p)(X;F ):

Démonstration. Soit T 2 D+
p;q(X;F ). Donc, T

� 2 �q�;p�(F �; X�):D�après ([3]; P roposition

3) et ([8]; Th�eor�eme 16:21), on conclut que T �� 2 Cvex
(q;p)(X

��; F ��): Alors, par le Corollaire

1:3:1 T 2 Cvex
(q;p)(X;F ):

Proposition 3.3.2

1) D+1;q(X;F ) = Cvex
(q;1)(X;F );

2) D+1;q(X;F ) � Cvex
(s;s)(X;F ) pour tout s < q:

Démonstration.

1) Ceci résulte de ([3]; P roposition 4); où il a prouvé que

�q�;1(F
�; X�) = Cvex

(q�;1)(X
�; F �)

et des Théorème 3:2:2, Théorème 1:3:2 et le Corollaire 1:3:1:

2) Utilisons les mêmes techniques.
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3.3. Applications

Proposition 3.3.3

1) D+p;q(X; c0) = L(X; c0);

2) D+p;q(X�; l1) = Cvex
(q;p)(X

�; l1):

Démonstration. Nous pouvons 1) seulement. On peut véri�er 2) comme 1).

Si T est dans D+p;q(X; c0); alors T �est dans �q�;1(c�0; X�) (= L(l1; X�)) [[3]; P roposition

6]: Donc T 2 L(X; c0):
Pour K un espace compact, on note parM(K) l�espace des mesures régulières de Borel

sur K. Le théorème suivant caractérise les opérateurs positifs fortement (p; q)-sommants.

Théorème 3.3.1

1) T 2 Cvex
(q;p)(X;F ) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans L(F;M(K));

S � T 2 D+p;q(X;M(K));

2) T 2 D+1;q(X;F ) si et seulement si pour tout opérateur S dans L(F; l1); S�T 2 D+1;q(X; l1);

3) T 2 D+1;q(X;F ) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans L(X; l1); S � T 2
D+1;q(X; l1):

Démonstration. On démontre seulement 1).

=)) Si T 2 Cvex
(q;p)(X;F ) alors T

� 2 Ccav
(q�;p�)(F

�; X�): Pour tout opérateur positif S dans

L(F;M(K)); la restriction à C (K) de l�opérateur S� : C (K)�� �! F �; est un opéra-

teur positif et par [[3]; P roposition 5� c] nous avons

T � � S� = (S � T )� 2 �q�;p� (C (K) ; X�)

donc, par le Théorème 3:2:2,

(S � T )�� 2 D+p;q(X��;M(K));

�nalement par la proprièté d�idéal S � T 2 D+p;q(X;M(K)):

(=) Pour tout opérateur positif S de L(F;M(K)); nous avons S � T 2 D+p;q(X;M(K)):
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3.3. Applications

Alors, d�après le Théorème 3:2:2,

T � �
�
S�=c(K)

�
2 �q�;p� (C (K) ; X�)

et d�après ([3];Proposition 5� c) on trouve

T � 2 Cvex
(q�;p�)(F

�; X�);

donc

T 2 Cvex
(q;p)(X;F ):

Une immédiate conséquence du Théorème 3.3.1 est le suivant :

Corollaire 3.3.1 F est p-convex (i.e., idF 2 Cvex
(p;p)(F; F )) si, et seulement si tout opérateur

positif S est dans D+p (F;M(K)):
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Conclusion

Nous avons présentés sur les opérateurs positifs fortement p�sommants qui nous appliquer
l�espaces lnp hjEji et nous pouvons écrire la version positive du théorème de domination de
Pietsch pour les opérateurs fortement p-sommants par D. Achour et A. Belacel [1].
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