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Notation

Notation

*

D

L’exposant conjugué de p (i.e.,%—k}i:l).

Boule unité fermée de ’espace X.

o-algebr (tribu) de Borel engendrée par X*.

Corps des scalaires réels ou complexes.

Topologie faible-* définie sur X*.

Espace des classes d’équivalences des fonctions mesurables sur €.
Espace des fonctions continues sur un compact K & valeurs réelles.
Espace des suites(z;)?°, € X absolument p-sommables.

Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

Espace des opérateurs p-sommants de X dans Y.

Espace des opérateurs fortement p-sommants de X dansY.

iii



Introduction

Dans Particle [1] le concept des opérateurs positivement fortement (p,q)-sommants a été
étudié, ou nous trouvons quelques propriétés géométriques des espaces de Banach et des
théorémes classiques démontrés en utilisant ’éspace des opérateurs positivement sommants.
Nous proposons dans ce travail de revoir cette généralisation en détail et d’essayer d’étudier
quelques exemples et quelques propriétés.

Ce travail est divisé en trois chapitre qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions concernant les espaces de
Banach lattices, les opérateurs réguliers et les opérateurs (g, p)-convex (resp. (p, q)-concave).

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté le concept des opérateurs positifs (p, ¢)-
sommants.

Dans le troisiéme chapitre dans lequel donnons les opérateurs positifs fortement (p, q)-
sommants. On commencera par la définition des espaces [ (|E[), puis nous donnons le
concept des opérateurs positifs fortement (p, ¢)-sommant. Comme application, nous avons
également montré que certains résultats connus sur les opérateurs (p, ¢)-concave de Banach

lattice peuvent étre généralisés a la classe des operateurs (p, ¢)-convexe.



Chapitre 1

Les espaces de Banach réticulés

1.1 Les espaces de Banach classiques
Les espace de suites p-sommable :
Soit p un noombre réel avec 1 < p < 0o, on disigne par [, '’ensemble des suites de scalaire

+o00o
x = (Tp)nen (z, € K) pour les quelle la série Y |z,|" est convergent i.e.
n=0

“+o0
l, = {m = (Tp) e S xal? < +oo}
n=0

on pose

-

+oo » P
lanhoesl, = (S o)
Pour p = oo, on disigne par

[(@n)nenlloo = sup ||
neN

est un espace de Banach noté I, (N) ou tout simplement /,.On notera ¢o(N) ou sous ¢

le sous espace fermé de [, des suites qui convergent vers zéro.
Les espaces de fonctions continues :

Soit K un espace topologique compact, et soit f une fonction definit sur K, d’aprés

le théorem de Hein ||f || = sup|f(¢)| le suprem de f est atteint i.e. sup|f(t)| < +o0. On
teK tek



1.1. Les espaces de Banach classiques

désigne par C'(K) espace de Banach des fonctions continues de K dans R muni de la norme

de la convergence uniforme.

1 ey = I1f Nloo = sup | f(£)]-
teK

Les espaces de fonctions intégrables:

Soit (€2, 1) un espace mesuré, f une fonction mesurable. On définit

11, = / | FOPdu (2) G 1<p< oo
Q

[fllo =inf{a>0; |f(t)|<a (u-pp)t€Q} si p=+oo

— supjeq ess | (1)

Pour 1 < p < 400, l'espace de Banach L, (?) = L, (€2, 1) représente I'espace de toutes
les classes d’équivalance, modulo 1’égalité presque partout, des fonctions mesurables telles

que || f[|, < +o0 et u la mesure de lebesgue.

1.1.1 Dualité-Topologies faible et faible-x

On notera X et Y deux espaces de Banach et la boule unité de X sera notée Bx. On désigne
par X* le dual topologique de X : ’espace des formes linéaires continues sur X muni de la
norme dual

2% x- = sup |2*(x)].
rEBx

Les éléments de X* seront le plus généralement notés par x*. Pour * € X* et x € X on
désignera souvent (z*, x) au lieu de z* (x).

On note par X** le bidual de X (X** = (X*)").

Soit x € X, l'application z* — (2*,x) de X* dans R est une forme linéaire continue
sur X*, donc un élément de X**.

Dual d’un opérateur continu :

Soit T" : X —— Y une application linéaire qu’on appellera souvent opérateur. Si
lopérateur T : X — Y est continue (7€ L(X,Y)), on appelle adjoint ou dual de T

I'unique application linéaire continue 7% : Y* — X* telle que :



1.1. Les espaces de Banach classiques

(T* (y*),z) = (y*,T(x)) ,Vx € X, Vy* € Y*.

Le dual de T* soit T** : X** — Y™ s’appelle le bidual de T'.
Si opérateur linéaire continue 7' : X — Y est bijective continue et si T-!: Y — X
est continue, on dit que 7T est un isomorphisme.

Si Uopérateur 7' : X — Y s’écrire par
IT(x)lly = llzllx , Vo € E.
On dit que T est isométrique.
Remarque 1.1.1 T est isomorphisme <= Yo, f > 0 tels que o ||z|| < ||T'(x)| < B ||z .

L’injection canonique :

L’injection canonique Jx : X — X*™* qui a tout # € X associe Jx(z) telle que
(Jx (z),2*) = (2%, z), Vo* € X*

est une isométrie qui, en générale, n’est pas surjective. A l'aide de Jy on peut toujours
identifier X & un sous espace de X**.

L’espace réflexif :

Soit X un espace vectoriel normé, on dit que X est un espace réflexif si I'injection
canonique Jx est surjective (Jy isometrie isomorphisme).

Topologies faible et faible-x :

Si X un espace de Banach, sa topologie faible ¢ (X, X*) sur X, plus simplement notée
w, est la topologie la moins fine sur X rendant continues toutes les applications (cp f) Fexe

Sur le dual X*, autre la topologie faible o (X*, X**), on peut définir la topologie pré-
faible, ou faible-x, notée aussi o (X*, X) qui est la topologie la moins fine redant continues

tous les applications linéaires ((pf) rex Ol

pp: X*— R
§— () =&0)



1.2. Banach réticulés

1.2 Banach réticulés

Définition 1.2.1 Un ordre sur un ensemble non-vide M est la relation < telles que pour

tous x,y,z € M nous avons :

(1) =<z,

(2) z <y ety <ximplique x =y,
(3) x <y ety <z implique x < z.

Si A est un sous-ensemble non-vide de M, alors x est un majorant de A si a <
pour tout a € A. Dans ce cas, on dit que A est majoré. on dit aussi que x est une
borne supérieure ”supremum”, si pour tout autre majorant y, nous avons x < y. Les
termes suivants minorant, borne inférieure ”infimum” et minoré sont définis d’une maniére
analogue. L’ensemble qui est a la fois majoré et minoré est appelé ensemble borné pour

Pordre.

Définition 1.2.2 Un ensemble réticulé est un ensemble non vide M avec un ordre < tel que
chaque paire d’élément x,y € M posséde a la fois un supremum x V y et un infimum x A vy.
La borne supérieure d’un sous-ensemble A de M, s’il existe, est notée par l'une quelconque

des notations sup(A), VA, sup{a:a € A}, V{a:a € A} ou \/ a.
acA

Définition 1.2.3 Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel réel E qui est aussi

un espace ordonné ou les structures linéaire et de l’ordre reliéent par les implication :
(1) Siz,y,ze Eete<vy,alorsz+z<y+z,
(2) Siz,yc E,z<yet0<a€R, alors ax < ay.

L’ensemble £, = {z € E : x > 0} que l'on applle le cone positif dans F, ses éléments
sont appeles positifs (au lieu de non-négatifs).

Un espace vectoriel ordonné qui est aussi un réticulé est un espace de Riesz. Comme
0 est un élément assez particulier d’un espace vectoriel, il ya quelques notations spéciales
associées. La partie positive de = est 27 = 2V 0, alors que la partie négative (il est positif

) est = = (—z) V0. Le module de z est |z]| =2V (—x).



1.2. Banach réticulés

Remarque 1.2.1 Il est élémentaire, mais souvent utile, que v+ et x~ sont disjoints et que

r=a"—x" et|x|]=zT+a2".

Exemple 1.2.1

1) L’exemple le plus évident de riesz est les réels avec toutes les opérations habituelles.
L’ordre standard sur R" est (x1, %o, ...,Tn) < (Y1,Y2, e, Yn) C-G-d x) < yp pour k =
1,2,...,n. Cet ordre rende R™ & un espace de riesz dans lequel (zx) V (yx) = (2 V yi)

|

et (xx) A (yx) = (z A yr) Done, (zx)" = (), ()" = (z17) et |(zx)] = ().

2) Soient L un ensemble non vide et E l’espace de toutes les fonctions a valeurs réelles sur L
ordonné par l'ordre ponctuelle f < g <= f(z) < g(z) pour tout x € L. Nous avons
donc un espace vectoriel ordonné. Il est clair que si f et g sont des fonction a valeurs
réelles sur L, alors meme que les fonctions p(x) = f(x) V g(z) et ¥(x) = f(x) A g(x)
pour tout x € L et il est clair que o = fV g et que v = f A g, de telle sorte que E

soit un espace de riesz.

3) Soit E =1{0,1,a,b} tels que a et b sont incomparable,

supF =1, inf £ =0,

F ={0,z,y} tel que x et y sont incomparable,

inf F' =0,

I'(E) = {f:E— F, f est croissante} n'est pas réticulé, suppsons que I' (E) est un
réticulé. Alors sup il existe fi, fo : B — F

filt)y=x VteE, fo(t)=y Vte E, comme x ety incomparable alors f1V fa n'existe

pas.

Définition 1.2.4 Un sous-enemble A d’un réticulé M est un sous-réticulé si x,y € A
implique que x \V y € A, ol ces opérations sont calculés dans M .
Un sous-réticulé d’un espace de riesz est simplement un sous-espace vectoriel, qui est

ausst un sous-réticulé.

Exemple 1.2.2 ¢y est un sous espace réticulé de l.
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Définition 1.2.5 Un espace normé réticulé est un espace normé qui est aussi réticulé avec
lz| < |y| = ||z|| < |lyl||. Un réticulé normé qui est aussi un espace de Banach est appelé

un espace de Banach réticulé.

Exemple 1.2.3 Tous les espaces de Banach classiques, |, co, C(k), L,(1), sont des Ba-

nach réticulé pour leurs normes usuelles et ’ordre ponctuelle.

Définition 1.2.6 On dira qu’un espace vectoriel est complétement Banach réticulé si tout

partie non vide est majorée pour l’ordre, admet un supremum.

Remarque 1.2.2 Le dual E* de Banach réticulé E est complétement Banach réticulé muni
par l’ordre naturel

] < uzy <= (2},x) < (25,x) Vo € E;

L’injection canonique i : E — E** tel que (i(z),z*) = (z,2*) est un isométrie de E
dans un sous espace de E** (voir [13], Proposition 1.a.2). Si on considére E comme un sous
réticulé de E** nous trouvons pour xi, ro € F.

Si on considére EE comme un sous réticulé de E** nous trouvons pour
T, 09 € B 1y <29 <= (2%, 21) < (2%, 2) Vo € E7.

ou (.,.) est le crochet de dualité.

1.3 Opérateurs réguliers, opérateurs (¢, p)-convexes et

(p, )-concaves

1.3.1 Opérateurs réguliers

Il existe différentes catégories d’applications linéaires entre les espaces de riesz qui sont

naturelles a étudier.
Définition 1.3.1 S5i E et F' sont des espaces vectoriels réticulés,

(1) T : E — F est positif si x > 0 = Tax > 0, Les opérateurs positifs, T(E.) C F.
sont fermés par laddition et la multiplication par des réels positifs mais pas sous la

multiplication par réels négatifs. L’ensemble de tous ces opérateurs est noté L (E, F).
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(2) L’espace engendré par les opérateurs positifs est l’espace vectoriel des opérateurs réguliers,

noté L™(E, F). Ceci est ordonné par la relation
S>T & S—Te¢e L (E,F). Cette définition nous donne L' (E,F) = L (E, F).
Pour tout T € L7(E, F), la norme de T est :

IT]], :=inf {[|S]| : S € L4(E, F), |T(x)] < S(x), v € By}

Alors, (L"(E,F), |I.|l,) est espace de Banach.St F' =R, alors L(E,R) = L"(E,R) (Pour
plus de détails voir [14], Section 1.3).

(3) Les opérateur bornés pour l'ordre sont ceux pour lesquels limage de chaque sous en-
semble borné pour lordre de E est un sous-ensemble borné pour l'ordre de F, lequel

est indique par L°(E, F).1l est ordonné de la méme maniére que L™ (E, F).

Tout opérateur régulier doit étre borné pour l’ordre, mais l'inverse est fausse.
Ces formules TT, T~ et |T| sont connues comme les formules de riesz ou

TH=TVv0, T -=TAO0et|T|=TV(-T).

Ils existent certains types trés particuliers de 'opérateur qui entrent en action dans ce

domaine.

Théoréme 1.3.1 ([14], Proposition 1.3.5) Si E est un Banach réticulé et F' un espace

normé réticulé alors tout opérateur régqulier de E dans F' est continu pour la norme
|IT|| = sup {||T(=)|| : = € B } .

1.3.2 Opérateurs (¢, p)-convexes et (p,q)-concaves

Soient E, F' deux espace de Banach réticulé et X, Y deux espaces de Banach.
Soit 1, ..., y, dans E, nous utiliserons les notations suivantes : Par le calcul fonctionnel

de Krivine [11].
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(Z |yi|p>” €Eet

3

1
p n n .
(Z\yﬁ’) :SUP{;(M%WMGR, ;!(M\p Sl}pour1§p<oo,

3

l
(2|yz|p) — sup |y pour p = oo.

1<i<n

Définition 1.3.2

a) L'opérateur lineaire T : X — I et (q,p)-conveze (i.e., T € Ci7* (X, F)), s’il existe

une constant M > 0 telle que

=1 i=1
et
sup |T(x;)] ' < M max ||z;|| si p=gq=oc.
1<i<n I<i<n

Définition 1.3.3 pour toute (x;);_, C X. La petite constante M est notée par Clamy (D).

b) L’opérateur lineaire T : E. — Y est (p,q)-concave (i.e., T € Ci7 (B, F)), s'il existe
une constante M > 0 telle que

(Z ||T(£Ez)||p> ’ <M H (Z |:pi|q) ! H st 1<qg<p< oo,
i=1 i=1

max |[T'(x;)[| < M

1<i<n SUp |xl‘

1<i<n

, SI p=qg=00

pour toute (x;)._, C E. La petite constante M est noteé par Chro (T).Si p = q, on
obtient les opérateurs p-convezes, on obtient les opérateurs p-convezes (resp. les opéra-

teurs p-concaves).

c) Un espace de Banach X est p-convexe (resp. p-concave) si idy est p-convexe (resp.

p-concave).

Exemple 1.3.1 Tout espace de Banach est 1-convexe et co-concave. la p-convexité et la p-
concavité pour 1 < p < oo sont décroissante et croissante avec p, respectivement (voir [135]).

Par exemple L, pour 1 < p < oo est p-conveze et p-concave, et Cs*(L,) = Cy**(L,) = 1.
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Théoréme 1.3.2 ([8], Théoréme 16.21) Soient 1 < g < p < 0.
i) Lopérateur T : X — I est dans C(;* ) (X; F) si et seulement st T* € C¢ . (F™; X™).
ii) L'opérateur S : E —Y appartient a C3°, (E;Y) si et seulement si S* € Cf (Y™ E¥).

(p, (p*,9*)

Corollaire 1.3.1 T' € C7* (X, F) si et seulement si T € Cirt (X5 F™).

10



Chapitre 2

Les opérateurs positifs

(p,q)-sommants

2.1 Les espaces lg”weaM(E)

Soient X un espace de Banach et 1 < p < oo, nous notons Zg(X ), 'espace de toutes les

suites (z;)!; dans X avec la norme

1
n P

()i |l == (21 ||=’Ifz'|\§> :
i=

et [

b weak (X ) Pespace de toutes les suites (;)i; avec la norme

ln

7 weak(X) est un espace de Banach avec la norme w, (voir [7], [9]). L’espace

(€0)wear (E) = {(xn) : 2n € X et ((zn, §)) € co, VE € X7}

est un sous espace fermé de [” (X) (voir [7], [9]). On sait que [ (X) est

oo,weak p, weak

isométriquement isomorphe a L(I}.; X) pour 1 < p < oo et pour p = 1, IT,, ... (X) est
isométriquement isomorphe & L(co; X).

En remplacant X par un espace de Banach réticulé F, et on définit

11



2.1. Les espaces " (E)

p,|Jweak|

lg,|weak;\ (E) = {(xi):l:l : (|‘r2|)?:1 S lg,weak (E)}7
(CO)\weakl(E) = {<xz)zn:1 : (|xz|)?:1 € (CO)weak (E)}
et
Il gy = o (). (211)

Pour plus de détails voir [6] [12].
En plus, si Bf. = {£ € Bp+ : £ > 0} est notée la boule d’unité dans Bg- N E*, puisque
(il &)1 < (|l , [€]) on &

.
)
E

n
)il gy = sup 2 (], &) =
1,|lweak]| §€BE* i=1

n

2 |l
i=1

1

n P
iy = s (£ 0087) = 1@l e 1<p< o0 212)

¢eB},

()il ()= sup sup (|zi],&).

oo,|weak| fGBE* 1<i<n

\

Sizi, ...z, >0;0na

n

(5 /o F— (z<|xi|,5>p)p=wp<<xi>?1>. (2.1.3)

p,|weak| 5632* =1
Uy fweak (E) est un espace de Banach réticulé avec I'ordre induit par ’ordre ponctuelle sur

EN. En effet si (z;);,, (yi)i_, € [} jwear) (E)- Alors, pour tout 4,
v <o VY <l vyl <ol + lyil -
Donc,
0 <z Vyi —xi < || V |y — 25 < ] + |yi| —
et

|z V oy — 2] < 2|ai| + |yl -

Alors pour tout 7 et £ € E*, on obtient :

12



2.2. Les opérateurs positifs (p,q)-sommants

(i Vyi — il , 1 < 1@ 1wil + |wil , O < 2 (|l , ) + [{lwsl , ) -

Ce qui implique que (x; V y; — z;), € I” (E) et enfin (z; Vy;), € I (E); Alors

p,|weak]| p,|lweak|
l&weak‘(E) est un espace de riesz. Il est facile de montrer qu’il est un espace normé réticulé

n

b jweak| (£) €st un Banach réticulé.

et complet, donc [

Et en plus on a (voir [12], Théorem 7.8).

n

(a) L’espace de Banach réticulé L lweak]

(E) isométriquement isomorphe a L7 (I.; E) pour
l<p<ooetly (E) isométriquement isomorphe a L"(co; E).

1,|weak|

n
p;|lweak|

(b) L’espace de Banach réticulé [ () est isométriquement isomorphe a L"(E;I7.)

pour 1 < p < oo et () (E*) est isométriquement isomorphe a L (F; ¢p).

|lweak|

La généralisation suivante des opérateurs (p, ¢)-sommants est introduit par Blasco (voir

3])-

2.2 Les opérateurs positifs (p,q)-sommants

Définition 2.2.1 Soit 1 < ¢q, p < oo. On dit que Uoprateur T : E — X est positif
(p,q)-sommant s’il existe une constante positive C' < +oo telle que pour tout n € N et tout

(z;)iy C E4, on a

(T (2:))izall, < Cwg ((:);2,) = € sup (Zn) <xi,€>q) y (2.2.1)

¢eBf, \i=l
pour q < p = o9,
sup [|7'(z;)|| < Cwg ((2:);_y) -

1<i<n
Nous noterons A, ,(E, X), l’espace des opérateurs positifs (p, q)-sommants de E dans X (ou
Sp(E,X) sip = q, Uespace des opérateurs positifs p-sommant), qui devient un espace de

Banach avec la norme
mh = inf {C vérifiant Uinégalité (2.2.1) }.

g

Nous avons A 4 (B, X) = L(E, X) pour tout 1 < g < oo.

13
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Proposition 2.2.1 Soit 1 < p,q < co. Soient E et F' deux espaces de Banach réticulés et

X un espace de Banach.

1) Te L(E,X), alorsT € A, ,(E, X) si et seulement s’il existe une constante K > 0 telle
que l’inégalité

(T ()i ll, < K@)l ()

q,|weak|

et vérifiée pour tous x4, ..., x, € E.

2) Propriété d’ideal. Soient T € A, ,(E, X) etv e L7(F, E). Alors la composition T ov est

un opérateur positif (p,q)-sommant de F dans X.

3) Pour tout T € L(E,X) et pour toute constant C' > 0, les conditions suivantes sont

équivalents:

(i) T € Apy(E, X) avee ) (T) < C.

(ii) Pour tout v € L7(I7., E) (ouv € L(co, E) si ¢ = 1), T ow est (p;q)-sommant
positif et wf (T owv) < 2C vl .

Démonstration.

(1) il suffit d’utiliser les égalités (2.1.1) et (2.1.2)

(2) Soit 0 < 24, ..., ¢, € F.

Sl

T onel, = (ST @) - o @)1
< (Sirerer) + (Sire @)’
<+ (T) sup <z <U+(xl>,g>q>“+w;q(T) sup (Z (v™ (@), §)"

£€BEp« =1

) (d’aprés la Remarque 1.2.1)

S
I
_
v
QR

Q=

< 2my(0) swp (35 (l(m).6)")

¢eBpx \i=1
<x HIZI:II <5)>q>

‘ (@i, S0>q)

< 2, o(T) ]| sup (

£€EBpx

M= T0gs

< 2m,o(T) ], sup (

pEBEx \i
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2.2. Les opérateurs positifs (p,q)-sommants

Donc Tov € Apy (F,X) et mf (T ov) <2r) (T) v, .
(3) est une conséquence immeédiate des (2) et la condition (a).
]

Remarque 2.2.1 Par l'utilisation de (2.2.1) avec x; = nF oz > 0, nous voyons bientot

que le seul opérateur (p,q)-sommant si p < q est lopérateur nul (voir [3], Proposition 1).
L’inégalité de Pietsch modifiée se tient pour les opérateurs de la classe S,, p < 0o .

Théoréme 2.2.1 ([16]) Soit T € L(E,X). T est un opérateur positif p-sommant (i.e.,
T € S,(E, X)) si, et seulement si s’il existe une probabilité u sur l'ensemble K = Bj.,

muni par la topologie faible-x, et une constante positive C' telle que

1
@< o ([ ) (2.2
K
pour tout x € E.. En plus, dans ce cas
70 (T) = inf {C vérifiant l'inégalité (2.2.2)} .
On aura besoin a la proposition suivante qui caractérise les opérateurs positifs p-sommants.

Proposition 2.2.2 Soit T € L(E,X), alors T est un opérateur positif p-sommant si, et

seulement s’il existe une constante C' > 0 telle que

IT(@)| <C /<|93|,x*>pdu(:v*) (2.2.3)

K
pour tout x € F.

Démonstration. Soit © € E, par la Remarque 1.2.1, nous avons,
IT()]] =T (z" —=7)]
<T@+ 17 @)
< C(fi (@t ) du(a)? + C ([ (@, 2) dp(a"))
<20 (f (Jal. =) du(a"))

Inversement, il suffit d’appliquer le Théoréme 2.2.1 4 x € E,. =

hSAl
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Chapitre 3

Les opérateurs positifs fortement

(p, ¢)~sommants

3.1 Les espaces [ (|E])

Dans tout ce qui suit, X notera un espace de Banach et E un Banach réticulé.
Maintenant nous pourrons définir un nouvel espace des suites qui a été introduit par

Cohen.

Définition 3.1.1 Soit 1 < p < 400 une suite (a:l) _, est dite fortement p-sommable, si

pour tout suite (x});_, € I (X*), la série Zx (z;) est convergent. Dans ce cas on

p* weak

note par I (E) Uespace des suites (2;);_, dans X fortement p-sommable.i.e.;

l;<E>:{(x” 1CXN Z|x )| < 4oo; V(z7)i L €l weak(E*)}.

Définition 3.1.2 Soit 1 < p < 400, Un suite (x;),_, dans EN est appelée fortement positive
p-sommable si la série Y x¥ (x;) est convergente pour tous (x});_, € ™. E*). e,

. pe uweak] (
=1

Exxl

=1

(Bl = {m) L CEV:

< +o0; V(z ) 1€lp |weak| (E*)}

— {(:cZ ), C EN: Z|x i)| < ooy V(x7)i, €1, weak|<E*>}'
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3.1. Les espaces I (| E)

Théoréme 3.1.1 Soit 1 < q < +oo0, alors I (|E|) est un espace de riesz normé, la norme
est donnée par

||(xi)?:1||lg<|E\> = sup Z (], 24)| < o0

n 1
(z7)i—,€B T weak| (B9

Démonstration. Soit (r;);_, dans [} (| E|), nous montrons que ||(x;);_, (e ©St finit,

pour cela nous définissons 'application suivante pour tous (z});_, € [\ Jweak] (E*) par
T: ZZ*,|weak\ (E*) — 7 (K)
(#7)iz — (] (23))iy
nous montrons que T est de graphe fermé. Soit (z*,7;) € G (T) alors il existe un suite
(x},Tk), tels que (xf, 7)) — (2, 7) et T (x}) = 7p = ( };Z( )) cela implique que :
e l. = 1‘ T = l — 1

r= lim ome= lim T(p) = lm (o (), = (o ag (e)i) = (27 (20)i =

T(x*)

d’ou T est de graphe fermé, cela implique que :
1T = sup (5 ()i [l i) < o0
(x:)?zleBlp*,\weaH(E*)

Donc T est fini. =

Proposition 3.1.1 On peut déﬁmt espace de Banach réticulé I {|E|) comme suit
08D = { (@i € B S () < 4001 V(1)L € B o (B

et on le note I} (ENT, avec

||($i)?:1||zg<|E|> = sup Z$ (|$z|)

( *)n 1EBZ" I(E*)Jrz

p*,|w

Théoréme 3.1.2

1) Pour tout 1 <p <oo onaly(|E|) CI)(E)Cl (E) et

p,|weak|

-1l
P;

< gy < -l

|weak\(E) - ‘E|

2) pourp=1onali(|E])=L(E) et ||'||11(E) < ||-||z;l<|E\> :

17



3.2. Les opérateurs positifs fortement (p, q)-sommants

Démonstration.

1) Si (2;);_, un suite dans [} (|E|) et comme B, ey € Bine oo, 012
I)izillm ey = sup |27 ()| (car (I, (E))" = 1. (E"))
»(E) n -

el
ln
P (B%)

< sup > | (i)l
25)" =1
eyl )

p*,|lweak|(E*)
D’ou I'inclution [} (| E[) C I} (E).

2) Sip=1et (z;);_, une suite dans I} (|E|) on a:

@)z ll, =22 il = sup > | ()| (car (I(E))" = 15, (E7))
=1 (I*)?:l loo(E*)Sl =1
= H HSUP Zl |z* (2;)| = ||($i)?:1||l?<|g\> .
($*);"L:1 ! =

oo,|weak|(E*)§1

3.2 Les opérateurs positifs fortement (p, ¢)-sommants

Nous introduisons certaine classe des opérateurs de X dans F' ce qui étroitement liés aux
opérateurs fortement (p,q)-sommants définis par Apiola [2]. Ces opérateurs sont appelés

positifs fortement (p, ¢)-sommants.

Définition 3.2.1 Soient 1 < q,p < 400. L'opérateurs T' : X — I est positifs fortement
(p, q)-sommant (notation T € D) (X,F) ou T € Dy (X,F) sip = q ), s’il eviste une

constante positive C' telle que pour tousn € N; 1, ....x, € X et yt, ..., y* € F* ona :
D q D )y L1, sy n ylu 7,% 9

(T (i), y)| < Cll(@a)izy Il 157z

n ) - 3.2.1
& e et () (82.1)
C’est a dire

(T ()il gy < CN(@a)ial, -

Notons d\, 1a petite constante C' vérifiant I'inégalité (3.2.1). OnaDf (X, F) = L (X, F).
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p, q)-sommants

Remarque 3.2.1 Soit T € L(X,F). Alors T est positif fortement (p,q)-sommant si et

seulement st il existe une constante K > 0 telle que

H(T(xi))?zlnlg(m)* <K ||(xi)?:1||q

pour tout T1,...,o, € X et 0 < yj,...,yr € F*.

En effet, pour le sens direct, il suffit d’utiliser [’égalité

H(y;k)?leln = Wp* ((y;k)?:ﬁ .

p*,|lweak|

(Fo)*+

Pour lautre sens, soitn € N; x1,...,z, € X et y,...,y, € F*. Nous avons

T(x),y " =y )]
(), )| + ; (T (), ;)]
331’)?:1qup* ((yf+>?:1) + Wy ((y;_):;l)

xi)?:l“q Wp+ ((|y:+’)7:1)

)il 1)zl

p*,|lweak

(T (1), 7))

IN

s
Il
—

n
=1

IN

IN
i

Il IA
20z

GOl
Proposition 3.2.1 Soient q; < g2, p1 < pa. Alors

Df . (X,F)C D! (X,F).

P1,q2 p2,q1

Démonstration. Soit T € D} (X, F); pour tous z1,...,x, € X et 0 <yj,...,y" € F*

P1,92
nous avons
2 [T, i)l < dy, oo (D) 1) i ML, 1), )
1= p’l‘, weak
< o DI, 6D,
pg,\weak\
Donc, T' € Dy, q, (X, F) et d},  (T) <d}f (T). =

Proposition 3.2.2 Soient X, Y deux espace de Banach et E, F deuxr Banach réticulé.
On considére T € L(Y,E), S un opérateur positif dans L (E,F) et R dans L(X,Y). Si
TeD),(Y,E), alors SoToRe Dy (X, F) etd; (SoToR)<|S|df,  (T)|R].
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p, q)-sommants

Démonstration. Soient 0 < 27, ..., 2} dans F* et xy, ..., 2, € X. Comme T' € D} (Y, E)
S*(2f)>0(1<i<n),ona
2 ((SoToR)(x:), )] Zl( (B (x:)), 5%(2]))]

)

1 < az, IR E, s @“ e )

NEBfs

< a @ RIS, s (1)
nGB o Ni=1
< @ (T) RN 18] Nyl sup (2 ).
YEB L, \i=1
Donc, d’aprés la Remarque 3.2.1, on conclut que SoToR € D (X, F) et d} (SoToR) <

STy (TR
Le résultat principal d ce paragraphe est la Théoréme 3.2.2. Pour la démonstartion,

nous utiliserons le Théoreme suivant :

Théoréme 3.2.1 (voir [16]) Supposons T' € L (F,X).Alors, T € A, ,(F,X) si et seule-

ment si T** € Ay, (F**, X**) . De plus, 7, (T) =7} (T*).

Théoréme 3.2.2 Soit 1 < g < p < 0.

i) T € L (F, X) est positif (p, q)-sommant si, et seulement si T* est positif fortement (q*, p*)-
sommant.

i) T € L(X,F) est positif fortement (p,q)-sommant si, et seulement si T* est positif
(¢*, p*)-sommant.

Démonstration.

i) Soit "€ A, , (F, X), on montre que T* € Dy (X*, F*) .

Pour tous n € N, (y;*)_, C F** et (2});_, C X*; 0n a

n

ST (a3), ¥ il|<as T ()|

i=1

AT )

[\
||M:

N
p*) a

1
(Inég, Holder) (2 ) (
— i=1
2.2.1 <7 (T) sup (;(Iy;“*hé“)q) (;Hﬁ”p*) :

'EEB;***
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p, q)-sommants

Donc 1 1
ST (@), y™)| <7t (T) sup (z<|y:*\,s>q) (z uxzup) .
i=1 ¢eBt... \i=l i=1
Alors
* + * * + * +
T* € Df . (X', F*) et di. . (T7) </, (T). (3.2.2)

Réciproquement, supposons que T € D;* + (X*, F*) et nous montrons que T' € A, , (F, X),
Soient n € N, (zF);, C X* et (y;);_, C F; on a

i /1

3

(T(ya), i) < 22 [y, T (7))

n
i=1

s
Il
—

1
=

< () (St s (Sl 67)"

1

¢eBf. \i=l
Alors
1
swp |32 (T@)an| < di. (@) sup (Z|<|yi|,s>|q) .
[|(25)]] o<t li=t ¢eBf, \i=l
Donc,
1
IT (), < die e (%) sup (z <|yir,§>|q) .
¢eBf. \i=l
Finalement
TeMg(FX) etd . (T7)>mn) (T). (3.2.3)

Des égalités (3.2.2) et (3.2.3), nous concluons que : d. . (T*) ==} (T).
ii) Il est clair.
Ce qui compléte la démonstration. m
Corollaire 3.2.1
1) T € DS, (X, F) si et seulement si T** € Df (X**, F**).
2) Df (X, F) = L(X,F) pour tout 1 < p < oc.

3) Sip<gq, etT est positif fortement (p,q)-sommant, alors T = 0.
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p, q)-sommants

Démonstration.
1) Soit T' € L (X, F) alors d’aprés le Théoréme 3.2.2 on a :

TeD! (X,F) & T € Ay (X5, F*) & T € D (X, F™).

2) Soit 1 < p < oo. Il est clair D, (X, F) C L (X, F). Inversement soit 7' € £ (X, F') donc
comme T € D, (X, F) équivalent a T* € A (F*, X*) .d’aprés le Théoreme 3.2.2;

on a seulement & prouver ce T* € Ay ,» (F*, X*). Soit (y;);_, C F, on a

1T (v il < NI ()i
= TN sup [(&, (g7)izi)] -

éeBF**

Ainsi

sup [|T7 (y7)l < |ITI| sup sup [(& v;)l

1<i<n 1<i<n £€Bpss

= ||T|| sup sup [(&, y))|
EGBF** 1§z§n

= TN sup [I(1{6, v} Dizall o -

fGBF**

Comme [« C lo, alors

T (y))iall < AT sup (K 90D

EBF**

= Ty )iz

p*

p*,lweak] *

3) Soitent p < ¢, T' € D, (X, F) alors d’aprés le Théoreme 3.2.2, on a T € Ay p (F*, X¥)

et comme ¢* < p* alors T* =0, d’ou T = 0.

Proposition 3.2.3 Pour1 <q¢<p<+o0
D,y (X, F) C DS, (X, F).

Démonstration. Si 7' € D, , (X, F) par [2] opérateur T* € -« (F*, X*) .D’apré¢ la
Proposition 3 dans [3] nous avons T € 7wy« (F*, X*). Par le Théoréme 3.2.2, on trouve

TeD,,(X,F). m
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3.2. Les opérateurs positifs fortement (p, q)-sommants

Remarque 3.2.2 En général, linclution est stricte. l’exemple suivant justifie ¢a .De [10]
Uidentité définit de L2 (0,1) est un opérateur positif (2,2)-sommant mais, il n’est pas ab-
solument (2,2)-sommant; donc suivant le Théoréeme 3.2.2 et ([7), Théoréme 2.2.2), on a

I* € Df, (L (0,1), L2 (0,1)) et I* & Dy, (L (0,1),L2(0,1)) .

Nous pouvons écrire la version positive du théoreme de domination de Pietsch pour les

opérateurs fortement p-sommants.

Théoréme 3.2.3 (Théoréme de domination) L’opérateurT € L (X, F) est positive forte-
ment p-sommant (1 < p < 00), si et seulement si il existe une positive contante C > 0 est
une mesure de probabilité de Radon . sur Bf.. tels que pour tous x € X et y* € F*, on a :

1
=

(T(@),57)] < C ]| ( / W] ) du)?

Bfs

(3.2.4)

En plus, dans ce cas

df(T) = inf {C, vérifiant I'inégalité (3.2.4)} .

Démonstration.

=) Soit T' € D, (X, F'). En utilisant la Proposition 2.2.2et puisque 7" € Sp- (F*, X*).
on obtient:
(T(x), )| = [{z, T"(y"))|
< [l ]I (y™)
< @)l ([ ol o d)

BF**
<) Soient n € N, (y;);_, C F*, (x;);_, C X;ona:
. L
() ) <Cllall ([ ] o)” du)
B
pour tout ¢ dans {1,...,n}

par conséquent,

1
*

ST @) o)l <OL Nl ([ o))" dn)s

BF**
d L o NP
égHolder < O3 ol (S [ (o) d
i= i=1.JB},.
< Ol 1l -
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3.3. Applications

Alors, T € D} (X, F). =

Corollaire 3.2.2 Si 1 <p < ¢ < oo, alors D} (X,Y) C D} (X,Y).

3.3 Applications

Si on combine nos résultats avec les techniques appliquées sur les opérateurs (p, ¢)-concaves
(voir [8], [13]) nous montrerons que quelques résultats sur les opérateurs (g, p)-convexes, on
peut les appliquer sur des cas généraux.

Ce résultats donnent des relations entre les opérateurs (g, p)-convexes et les opérateurs

positifs fortement (p, ¢)-sommants d’un espace de Banach dans un Banach réticulé.

Proposition 3.3.1 Pour1 < q<p<1. Alors :
D, (X, F) C Cy (X, F).

Démonstration. Soit 7' € D (X, F'). Donc, T* € Ay - (F*, X*). D’apreés ([3], Proposition
3) et ([8], Théoreme 16.21), on conclut que T € Ce (X, F*). Alors, par le Corollaire
1317 € Oy (X, F).

Proposition 3.3.2

1) D:o,q(Xa F) = (vqe,gcio)(Xa F);
2) DL (X, F) C Ol (X, F) pour tout s < q.

Démonstration.

1) Ceci résulte de ([3], Proposition 4), ou il a prouvé que
Ap 1 (F*, X*) = F;*fl)(X*, F*)

et des Théoréme 3.2.2, Théoréeme 1.3.2 et le Corollaire 1.3.1.

2) Utilisons les mémes techniques.
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3.3. Applications

Proposition 3.3.3
1) ,D;:q<X, C0> = E(X, Co);
2) Df (X" ) = CE’“ (X*,1y).

q,p)

Démonstration. Nous pouvons 1) seulement. On peut vérifier 2) comme 1).

Si T est dans D} (X, co), alors T*est dans Ay 1(cg, X*) (= L(I1, X*)) [[3], Proposition
6]. Donc T' € L£(X, ). =

Pour K un espace compact, on note par M(K') 'espace des mesures réguliéres de Borel

sur K. Le théoréme suivant caractérise les opérateurs positifs fortement (p, ¢)-sommants.
Théoréme 3.3.1

1) T' € Ci (X, F) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans L(F, M(K)),
SoT e Df (X, M(K));

2) T € DY (X, F) si et seulement si pour tout opérateur S dans L(F,1,), SoT € DF, (X, 1);

3) T € DL, (X, F) si et seulement si pour tout opérateur positif S dans L(X,1;), SoT €
D:o,q<X7 ll)

Démonstration. On démontre seulement 1).

=) SiT € Ci7) (X, F) alors T € C{Y . (F*, X™). Pour tout opérateur positif S dans

L(F, M(K)), la restriction a C (K) de I'opérateur S* : C (K)™ — F*; est un opéra-

teur positif et par [[3], Proposition 5 — ¢| nous avons
T*08* = (SoT) € Agp (C(K),X*)
donc, par le Théoréeme 3.2.2,
(SoT)™ e D (X, M(K));
finalement par la propri¢té d’idéal So T € D (X, M(K)).

<=) Pour tout opérateur positif S de L(F, M(K)), nous avons SoT € D; (X, M(K)).
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3.3. Applications

Alors, d’apres le Théoréme 3.2.2,
T* o (5" o) € Mgy (€ (). X7)
et d’apres ([3],Proposition 5 — ¢) on trouve
T" € Ol oy (F", X7),

donc

T € Cpn (X, F).

Une immédiate conséquence du Théoréme 3.3.1 est le suivant :

Corollaire 3.3.1 F est p-convezr (i.e., idp € C’Z’;“;)(F, F)) si, et seulement si tout opérateur

positif S est dans D} (F, M(K)).
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Conclusion

Nous avons présentés sur les opérateurs positifs fortement p—sommants qui nous appliquer
Iespaces ) (| E'|) et nous pouvons écrire la version positive du théoréme de domination de

Pietsch pour les opérateurs fortement p-sommants par D. Achour et A. Belacel [1].
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